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Continuiteit en integreren

Stelling 26.1

Zij f(x) = Y 72 g anx" een machtreeks met convergentiestraal R. Als R; < R, dan
convergeert de reeks uniform op [— Ry, Ri].

We zien nu
m De functie f is continu op [— Ry, Ry1] voor elke Ry < R.
m Dus ook op (—R, R).
We kunnen nu ook machtreeksen integreren: voor |x| < R geldt
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Uniforme convergentie van machtreeksen

Stelling 25.7 (Weierstrass M-test)

Zij (M) een rij positieve getallen en (gx) een rij functies op S C R zodat
lgk(x)] < My voor alle x € S. Als Y My < oo, dan convergeert > gk uniform op S.

We kunnen dit nu toepassen om de convergentie van een machtreeks arxk te
onderzoeken. Stel dat deze reeks convergentiestraal R heeft. Als x € [—Ry, Ri] met
0< Ry <R,danis

|aka| S |ak|Rka

en " |ak|Rf convergeert. Dus convergeert > axx* uniform op [~ Ry, Ry].

Conclusie: f(x) =3 axx¥ is een continue functie op [~ Ry, Ri] voor alle Ry < R. De
functie is dus continu op (—R, R).
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De convergentiestraal (limsup |an[*/") " van 3" axx¥ is gelijk aan die van 3~ |ax|x*.

Differentiéren van machtreeksen

Stelling 26.5

Zij f(x) = Y 72 g anx" een machtreeks met convergentiestraal R > 0. Dan is f
differentieerbaar op (—R, R) met f/(x) = >_°° | na,x"~1.

Bewijs: merk op dat de reeks
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ook convergentiestraal R heeft: [im [na,|'/" = lim n¥/"lim |a,|Y/" = lim |a,|/".
Volgens de vorige stelling geldt voor |x| < R dat

/Og(t)dt—Z/ nan t”ldt—zanx f(x) — ao.

Dus is f(x) = [y g(t) dt + ap differentieerbaar volgens de Hoofdstelling van de
Calculus en geldt f/(x) = g(x).



Voorbeeld: rekenen met machtreeksen

Bekijk f(x) = >0, x" = & voor x € (—1,1). Differentiéren geeft

, 1
f'(x) = an —1_7)02

en integreren geeft

o0

x _ 1 n+1 _ _
/Of(t)dt—zn+1x — log(1— x).

n=0

We zien dus
— 1
an )2, Z;x” = —log(1 — x).
n=1

Als we in de laatste gelijkheid x door —x vervangen, zien we dat
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og(l+x) = X 2+3 4—|—

voor x € (—1,1). Deze gelijkheid blijkt ook te gelden voor x = 1: we hebben
Iog2_1—f f—f—&-

Partieel sommeren

Zij (an) en (by) rijen. Definieer s, = > 7 _; ax = a1 + -+ + a,. Dan geldt

n—1
Z akbk = Sp,by — Sm—1bm + Z Sk(bk — bk+1)
k=m k=m
Bewijs:
Zakbk— Z Sk — Sk—1)bk = Zskbk* Zsk 1bk
k=m
n—1
= Z sbk — Z Skbiy1
k=m k=m-1
n—1 n—1
= spby + Z Sicbk — Sm—1bm — Z Sicbis1-
k=m k=m—1

Stelling van Abel

Stelling van Abel (26.6)

Stel dat f(x) = Y72 anx" een machtreeks is met convergentiestraal R. Als de reeks
convergeert in x = R, dan is f continu op (—R, R]. Zelfde voor x = —R.

We passen dit toe op de reeks
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In x = 1 is dit een alternerende reeks, dus convergent. Vanwege de stelling is f dus
continu op (—1,1]. We zagen dat voor x € (—1,1) geldt f(x) = log(1 + x). Dan
1 n+1 0 1 n+1
Z (= Cim S ED i log(1 4 x) = log 2.
xT1 1 n xT1

Dus we zien inderdaad dat log?2 = 1—%+%—%+---.

Stelling van Abel

Stelling van Abel, basisgeval

Stel dat f(x) = Y7, anx" een machtreeks is met convergentiestraal 1. Als de reeks
convergeert in x =1 met (1) =0, dan is f continu op (—1,1].

Definieer f,(x) = >_7_ akx* en s, = 3°7_ ak = fa(1). Bekijk voor n > m

fo(x) — fm(x) = Z axk = spx" — spx™ 4 Z si(xk — xk*1),

k=m+1 k=m+1
Er geldt sy — 0, dus er is N zodat |sx| < § voor k > N. Dan geldt voor x € [0,1)

= € xml_xn e
(1-x) Z sxk] < gl—x) Z xk 1fx)17<§.
k=m-+1 k=m-+1 X

Dus geldt voor x € [0, 1] dat
|fa(x) = fn(X)| < |snl + [sm| + 5 <€

We zien dat (f,) uniform Cauchy is op [0, 1], dus uniform convergent. Voor elke n is f,
continu op [0, 1], dus de limietfunctie f ook.



Stelling van Abel

Stelling van Abel (26.6)

Stel dat f(x) = Y77 anx" een machtreeks is met convergentiestraal R. Als de reeks
convergeert in x = R, dan is f continu op (—R, R]. Zelfde voor x = —R.
Stelling van Abel, basisgeval (bewezen)

Stel dat g(x) = >_72 anx" een machtreeks is met convergentiestraal 1. Als de reeks
convergeert in x = 1 met g(1) =0, dan is g continu op (—1,1].

Bewijs van het algemene geval: stel dat de machtreeks convergentiestraal R heeft en
in x = R convergeert. Bekijk dan

g(x) = f(Rx) — f(R) = > _ a,R"x" — f(R).
n=0

Dit is een machtreeks met convergentiestraal 1 die in x = 1 convergeert. Verder geldt
g(1) =0, dus is g continu op (—1,1]. Dan is f(x) = g(x/R) + f(R) continu op
(7R> R]

Stelling van Abel

Stelling van Abel (26.6)

Stel dat f(x) = Y72 anx" een machtreeks is met convergentiestraal R. Als de reeks
convergeert in x = R, dan is f continu op (—R, R]. Zelfde voor x = —R.
Stelling van Abel, basisgeval (bewezen)

Stel dat g(x) = >_72 anx" een machtreeks is met convergentiestraal 1. Als de reeks
convergeert in x = 1 met g(1) =0, dan is g continu op (—1,1].

Bewijs van het algemene geval: stel dat de machtreeks convergentiestraal R heeft en
in x = —R convergeert. Bekijk dan

g(x) = f(=Rx) = f(=R) = Y _ an(—R)"x" — f(—R).
n=0

Dit is een machtreeks met convergentiestraal 1 die in x = 1 convergeert. Verder geldt
g(1) =0, dus is g continu op (—1,1]. Dan is f(x) = g(—x/R) + f(—R) continu op
[-R,R).



